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Partie I : Langage logique

1) - QCM DE LOGIQUE correction

Q1) Traduire a l'aide d'un connecteur : (x, y) distinct de (0, 0)
1) xdifférent de 0 et y différent de O

2) x ety sont deux réels non nuls.

3) xdifférent de 0 ou y distinct de 0

Q2) Traduire l'affirmation: a et b ont la méme valeur absolue

3) a=b oua=-b
Q3) Traduire la négationde: x <2 et x>-1
1) x>2 et x<-1
2) x>2 ou x<-1
3) x22 ou x<-1

(Q4) Donner la négation de x >=5

1) x<-5
2) x>5
3) x<5

Q5) Donner la négationde: x <3 oux>1

1) x23 ou x<1

2) x>3 et x <1

3) x 23oux<l1

Q6) Donner la contraposée de : p implique q, p et q étant deux propositions.
1) (Nonp)ougq

2)  (Non q) implique (Non p)




3) qimplique p

Q1) x différent de 0 ou y distinct de 0
Q2) a=boua=-b

Q3) x=22 ou x<-1

Q4) x <5

Q5) x>3etx <1

Qo) (Non q ) implique ( Non p)

2)-A- Enoncé, proposition et valeur de vérité

A-1: Enoncé :

On appelle « énoncé » une phrase mathématique qui :
(a) Respecte les regles de la syntaxe mathématique ;
(b) Respecte, lorsqu’elle est lue, les régles de la grammaire frangaise ;

(c) A unsens ;

Exemples : « V2 x+/2 =2 »ou« 5x* —4/x <7 »

A-2 Proposition et valeur de vérité

Si I’on peut dire d’un énoncé qu’il est « vrai » ou « faux », on I’appelle « proposition ».
Les termes « vrai » et « faux » sont appelés « valeurs de vérité » et permettent d’élaborer
la logique dite « logique binaire ».

Le mathématicien Georges BOOLE a noté 1 la valeur « vrai » et 0 la valeur « faux ».

On peut ainsi effectuer des calculs sur les valeurs de vérité des proposition : ¢’est ce que
[’on appelle « ’algébre de BOOLE ».

Par exemple :
(a) « VxeR, e >0 » est un énoncé vrai. On dira que c’est une proposition vraie.

(b) « V2 =1,414 » est un énoncé faux. On dira que c’est une proposition fausse.

(c) « x* +2x—-3=0 » est un énoncé mais ne connaissant pas la valeur de x, on ne peut
rien dire sur sa valeur de vérité : il ne s’agit donc pas d’une proposition.

(d) 7>0 estune proposition. Elle est vraie.
(e) 11 <0 est une proposition. Elle est fausse.

Contre-exemple " Les entiers pairs sont plus utiles que les entiers impairs ".




Ce n'est pas une proposition car on ne sait pas si c'est vrai ou faux.
Conclusion :

Une proposition mathématique est une : Affirmation mathématique dont on peut dire sans
ambiguité si elle est vraie ou fausse."

B- Un prédicat (ou propriété) est défini (e) sur un ensemble appelé référentiel.

"Affirmation faisant intervenir une variable x décrivant un ensemble qui, dés que I'on fixe
la variable x, devient une proposition."

Exemple: 5x-3 <0 ou x décrit 'ensemble des réels.
C'est un prédicat que I'on peut noter p(x) avec x dans IR .
Deés que x est connu, on peut dire si 1'inégalité est vraie ou si elle est fausse.

C- Connecteurs logiques :

C-1: Valeur de vérité. 1 estattribuée a une proposition vraie.

0 estattribuée a une proposition fausse.

Exemple : Elles sont utilisées a I'occasion d'un tableau de vérité. La proposition 7 <-1

est fausse. Sa valeur de vérité est 0. 7< -1

0

C-2: Négation :

La notion de négation en logique binaire correspond a celle de contraire du langage
courant.

Par exemple la proposition « un vélo a quatre roues » admet comme négation la
proposition suivante : « un vélo n’a pas quatre roues ».

Le « connecteur logique négation », qui se note « NON », « NOT », — ou par surlignage

(on peut donc écrire « NON P », « NOT P », « =P » ou « P ») change la valeur de
vérité d’une proposition suivant la table de BOOLE ci-dessous :

P NONP
0 1
1 0

Remarque : dans une table de BOOLE, on fait conventionnellement apparaitre dans la
(les) premiére(s) ligne(s) la valeur de vérité nulle.

Conclusion : le NON. Noté P est un connecteur mis devant une proposition p.




NON p est une proposition qui est : vraie si p est fausse, fausse si p est vraie

P P

0 1

1 0

Exemple: Lanégationde "4 <5 " est "4 > 5 "Le tableau suivant traduit la situation.

4 <5 4>5

1 0

C-3 : Conjonction :

Faire agir le connecteur conjonction sur les deux proposition P et Q consiste a élaborer 1
nouvelle proposition « P ET Q » appelée « conjonction de P et Q ».
On peut la noter : « P ET Q », « P AND Q » ou « P*Q ».

La table de Boole de ce connecteur est fournie ci-dessous.

Conclusion: Le ET estun connecteur mis entre deux propositions p, g.

Remarque : il est indispensable de retenir que la conjonction de deux propositions ne peut étre
vraie que si les deux propositions le sont.

p ET q est une proposition qui n'est vraie que si p est vraie et q est vraie, en méme temps. Le
tableau traduit ce fait.

P q Petq
0 0 0
0 1 0
1 0 0
1 1 1
Exemple : On considere les propositions: " 6 est pair", "-5<-3"
Le tableau ci dessous donne la valeur de vérité de la proposition:
(6 est pair) ET (-5 <-3)
6 est pair -5<-3 (6 est pair) et (-5 <-3)

1 1 1




C-4 : Disjonction :

Faire agir le connecteur disjonction sur les deux propositions P et Q consiste a €labor

la nouvelle proposition « P OU Q » appelée « disjonction de P et Q ».
On peut la noter « POU Q », « PORQ»ou« PvQ ».

Conclusion : Le OU est un connecteur mis entre deux propositions p, q. p OU q est une

proposition qui n'est fausse que si p et q sont fausses, en méme temps. Le tableau traduit ce fait.

P q Pougq
0 0 0
0 1 1
1 0 1
1 1 1

Exemple : « 6 est impair » , « -5 <-3 » Le tableau donne la valeur de vérité de la proposition: (6

est impair) OU (-5 < -3)

6 est impair -5<-3

(6 est impair) OU (- 5<-3)

0 1

1

Remarque :

1. 1l suffit qu’au moins I’une des deux propositions soit vraie pour que Pv Q le

soit ;

2. Ce connecteur de disjonction est encore appelé « connecteur de disjonction
inclusive » car Pv Q est vraie lorsque P et Q le sont toutes les deux.

Il existe cependant un connecteur de « disjonction exclusive » tel que Pv Q
n’est vraie que si une seule des deux propositions I’est.

3.W (ou exclusif)| C'est un connecteur mis entre deux propositions p, q.

p W q est une proposition qui n'est vraie que quand soit p est vraie et q fausse,

soit p fausse et q vraie. Le tableau traduit ce fait.

P q PWq
0 0 0
0 1 1
1 0 1
1 1 0

Exemple: On considere les propositions: 6 est pair","-5<-3"

Le tableau donne la valeur de vérité de la proposition: (6 est pair) W (- 5 <-3)

cr




6 est impair -5<-3 (6 est impair) W (- 5<-3)
1 1

C-5: Implication :
Il correspond a la structure de raisonnement « Si P alors Q » : on écrira « P = Q » que
I’on prononce « « Si P alors Q », « P entraine Q » ou « P implique Q ».

Conclusion : Le => (Implique) est un connecteur mis entre deux propositions p, q. p implique q
est une proposition qui n'est fausse que quand p est vraie et fausse. Le tableau traduit ce fait.

P q P=q
0 0 1
0 1 1
1 0 0
1 1 1

Retenir que « le vrai ne peut entrainer le faux » ( 3¢me ligne ) !

Exemple 1: On considere les propositions: 6 est impair"," -5 <-3" Le tableau donne la valeur de
vérité de la proposition: (6 est impair) => (-5 < - 3)

6 est impair -5<-3 (6 est impair) =(-5<-3)
0 1 1

ATTENTION:

TOUTE PROPOSITION FAUSSE IMPLIQUE N'IMPORTE QUELLE PROPOSITION VRAIE OU
FAUSSE

Exemple 2 : On considére les propositions: « 6 est impair » , «-5>-3»

Le tableau donne la valeur de vérité de la proposition:(6 est impair) => (- 5> - 3)

6 est impair -5>-3 (6 est impair) =(-5>-3)

0 0 1




C6 : Equivalence :

Il est noté « <> » et se prononce « P est équivalent & Q », « P si, et seulement si, Q » ou
« Pour avoir P il faut et il suffit que I’on ait Q ».

Conclusion: Le <=> (Equivalent a) est un connecteur mis entre deux propositions p, q. p
<=> q est une proposition qui n'est vraie que si soit p et q sont toutes les deux vraies soit p et q
sont toutes les deux fausses. Le tableau traduit ce fait.

P q P<q
0 0 1
0 1 0
1 0 0
1 1 1

On peut aisément vérifier (le faire a titre d’exercice) que 'ona PAQ < QAP
(commutativité du connecteur ET), Pv Q & Qv P (commutativité du connecteur OU),

PvQoPAQ et PAQePVQ ;

Exemple: On considere les propositions:" 6 est impair ", " - 5> - 3" Le tableau donne la valeur de
vérité de la proposition: (6 estimpair) <=> (-5>-3)

6 est impair -5>-3 (6 est impair) < (-5>-3)

0 0 1




D : Calcul des prédicats

D-1 : Prédicat :

On appelle « prédicat a une variable » un énoncé P(x) qui se transforme en proposition

lorsqu’on lui ajoute une information sur la variable.

. . r r r r 2
Nous avions considéré I’énoncé « x” +2x—-3=0 ».

Cet énoncé est un prédicat a une variable puisque dés lors que I’on donne une valeur a la

variable x, on est capable de dire si I’égalité x> +2x-3=0 est, ou non, vérifiée.
Pour x = -3, on obtient une proposition vraie. On dit que —3 est un exemple.
Pour x =2, on obtient une proposition fausse. On dit que 2 est un contre-exemple.

On définirait de fagon analogue les prédicat a n variables.

D-2 : Quantificateur universel

Soit le prédicat a une variable P(x). Supposons que la variable x soit un €lément de

’ensemble E.
La proposition « Quel que soit x élément'de E, P(x) » (que I’on aurait également pu

écrire « Pour tout x dans E, P(x) ») peut étre écrite de fagon abrégée comme suit :
Vx eE, P(x)

« V » se lit onc « pour tout » ou « quel que soit ».
Ce symbole est appelé « quantificateur universel ».
La virgule se lit « on a ».

Exemples :

« Vxe R,exp(x) >0 » est un prédicat vrai MAIS : « Vx e R,exp(x) =1 »estun

prédicat faux puisque la proposition obtenue pour x =2 est fausse.

Pour prouver qu’une proposition quantifiée par « V » est fausse, il suffit de trouver un

contre-exemple.




D-3 : Quantificateur existentiel :

Soit le prédicat & une variable P(x). Supposons que la variable x soit un élément de

I’ensemble E.
La proposition « Il existe au moins un élément x de E tel que P(x) » peut étre écrite de

fagon abrégée comme suit :
dxeE, P(x)

« 3 » se lit onc « il existe ».
Ce symbole est appelé « quantificateur existentiel ».
La virgule se lit « tel que ».

Exemples : « dx € R, In x =—67 » est une proposition vraie. « 3x € R,x* >0 » est
également une proposition vraie.
En revanche : « dx € R, x* <0 » est une proposition fausse.

Pour prouver qu’une proposition quantifiée par « 3 » est vraie, il suffit de trouver un
exemple convenant.

D-4 : Ordre des quantificateurs :

Considérons les deux prédicats suivants :
«VxeR',3yeR,xy=1»et« yeR ,VxeR",xy=1 ».

Le premier signifie que tout réel non nul admet un inverse dans R . Le second signifie
que tous les réels non nuls admettent le méme inverse !

D-5 : Négation d’une proposition quantifiée :

On admettra le théoréme suivant :
o Lanégation de la proposition « Vx € E, P (x) » est la proposition

« 3xeE, NON(P(x)) »
o Lanégation de la proposition « 3x € E, P(x) » est la proposition

« Vxe E,NON(P(x)) »

11
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On peut donc dresser le tableau suivant :.

P NON P
Vx € E, P(x) 3x € E,NON(P(x))
Ix € E, P(x) Vx e E,NON(P(x))

Exemple :

La négation de la proposition « Vx € R,x*> >0 » est la proposition « Ixe R, x> <0 ».

La premiére est fausse puisque x =0 est un contre-exemple. La seconde est bien vraie
. . 2

puisque pour x=0 on a bien x° <0.

Conclusion :

= QUANTIFICATEUR; « QUELQUESOIT » notéV| V signifie « Pour tout .. »

@ |QUANTIFICATEUR" II EXISTE AU MOINS UN ..." noté 3| 3 signifie "Il existe au moins un

Exemple: Vxdans IR, x>+1>0 .Signifie : Pour toutréel xona x2+1>0.
Exemple : 3x dans IR, x + 1> 0.Signifie : Il existe au moins un réel x tel que  x+1 > 0.
Exemple: Yy dans IR 3x dans IR, y =2 x +1 signifie: Pour tout réel y il existe au moins un
réel x telquey =2x +1
@ ATTENTION : On ne peut pas permuter LES QUANTIFICATEURS;

3 ydans IR, VxdansIR y=2x+1 n'apaslaméme signification.

& INEGATION d'une affirmation avec des quantificateurs.,  V devient 3 3 devient V

& LOIS DE MORGAN|  Soit p, q deux propositions.

NON (p ET q) équivaut a (NON p) OU (NON q)

NON (p OU q) équivaut a (NON p) ET (NON q)




Tableaux de vérité

13

P q Ip lq (petq) l(petq)
0 0 1 1 0 1
0 1 1 0 0 1
1 0 0 1 0 1
1 1 0 0 1 0
P q Ip lq (pouq) 1(p ouq)
0 0 1 1 0 1
0 1 1 0 0 1
1 0 0 1 0 1
1 1 0 0 1 0
PROPRIETE. Soit p,q,r des propositions.
p ET (qOUr) équivauta (pETq) OU (pETr)
p OU (qETr) équivauta (pOU q) ET (pOU 1)
Tableaux de vérité
P q r getr pou(qgetr)
0 0 0 0 0
0 0 1 0 0
0 1 0 0 0
0 1 1 1 1
1 0 0 0 1
1 0 1 0 1
1 1 0 0 1
1 1 1 1 1
p q r Pouq Pour (pougq)et(Pour)
0 0 0 0 0 0
0 0 1 0 1 0
0 1 0 1 0 0
0 1 1 1 1 1
1 0 0 1 1 1
1 0 1 1 1 1
1 1 0 1 1 1
1 1 1 1 1 1




E : Ensembles et logique

E-1: Prédicats et parties d’'un ensemble :

Soit, par exemple, a résoudre 1’équation : x> —5x+6=0.
Elle admet comme solution la paire {2;3} qui est une partie de R .

On peut considérer cette équation comme un prédicat : « x> —5x+6=0 ».
En résolvant I’équation, on peut affirmer que la proposition
« Vxe {2;3},x2 —5x+6=0 » est vraie : on peut alors dire que ’on a « résolu le

prédicat » et que son « ensemble des solutions dans R est {2;3} ».

On écrira finalement : {x eR,x*-5x+6= O} =128

Soit I’autre exemple : 2x+3<0.

L’ensemble des solutions est I’intervalle ]—oo;—%{

Si, cette fois, on considere le prédicat « 2x+3 <0 », on peut écrire :

Vx e }oo;—%[, 2x+3<0. Ici encore, on dira que I’on a résolu le prédicat et que son

ensemble des solutions est }OO;—E['

On écrira finalement : {x eR,2x+3< 0} = }—00;——;—[

L E-2: Propositions et parties d’un ensemble

Nous admettrons qu’il est possible d’interpréter le langage des propositions en langage
ensembliste.
Pour cela, on s’appuiera sur le tableau de correspondance suivant :

NON

ET

OouU

=

G

M

v

c

14
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A titre d’exemple considérons les prédicats :
«2x+3>0 »et« 3x—-7<0 ».

En les résolvant, on obtient les ensembles de solutions : }—%;+OO{ et }—oo;%[. Les

propositions : « Vx € :|—%;+oo{,2x+3 >0 »et« Vxe }—oo;%{ﬁx —7 <0 » sont vraies.

Considérons désormais le prédicat : « 2x+3>0 et 3x-7<0 ».

, i 2x+3>0 oo
Résoudre le systéme d’inéquations : {3 740 conduit facilement a I’ensemble des
£=T<

: 3 7 37
solutions : |——;4o| N |—0;—| = |——;— .
2 3 23

Partie II : Langage ensembliste

C- Cardinal d’un ensemble fini

Soit E un ensemble fini (¢’est a dire comportant un nombre fini d’éléments).
On appelle « cardinal de E », noté card E, le nombre d’éléments de I’ensemble E.

Par exemple, avec E ={1; 4;12;34} ,ona card E=4.

D- Parties d’'un ensemble

B1 : Ensemble des parties d’un ensemble :

Soit E un ensemble.
On note 7 (E) ’ensemble des parties (encore appelées « sous-ensembles ») de E.

A titre d’exemple, considérons a nouveau I’ensemble E = {1; 4;12;34} 4
Les parties de E sont : @, {1}, {4}, {12}, {34}, {1;4}, {;12}, {1;34}, {4;12}, {4;34},
12,34}, {412}, {1;4;34}, {1;12;34}, {4;12;34} et {1;4;12;34}.
On a donc ici :
P (E)={2;{1};{4}:{12};{34}:{L:4}:{1;12}5{1;34}; {4512} {4;34};{12;34};

(1;4;12};{1;4;34} 5 {1;12;34}:{4;12;34} 5 {1;4;12; 34}}

Note (hors programme) : si E est un ensemble fini tel que card E =7 alors : card 7 (E) =2

(on vérifiera, dans I’exemple fourni ci-dessus, que 7 (E) comporte bien 2* =16 éléments)




B2 : Complémentaire d’une partie d’un ensemble :

Soit E un ensemble et A une partie de E. _ B
On appelle « complémentaire de A dans E », noté A ou A, ’ensemble des €léments de E qui

n’appartiennent pas a A.

Considérons & nouveau ’ensemble E = {1;4;12;34} )

Soit A={4;34}.Onaalors: A={L;12}.
Soit B={1;34}. On aalors : B={4;12}.

Citons les deux cas particuliers, valables quel que soit I’ensemble E : @=E et E=@.

B3 : Opérations sur les parties d’un ensemble :

Dans ce qui suit, E est un ensemble et A et B sont deux parties de E

Intersection
On appelle « intersection de A et B », notée AN B, ’ensemble des éléments de E qui
appartiennent a A et a B.

Avec les sous-ensembles A et B définis plus haut,ona: AnB= {34}

Réunion
On appelle « réunion de A et B », notée A UB, I’ensemble des éléments de E qui
appartiennent & A ou a B.

Avec les sous-ensembles A et B définis plus haut,ona: AUB = {1;4;34}

16




C : Produit cartésien :

Cas de deux ensembles
Soit E et F deux ensembles.

L’ensemble des couples (x; y) ou x appartient & E et y appartient a F est appelé « produit
cartésien de E et F ». On le note ExF (que I’on peut lire « E croix F »).

A titre d’exemple considérons les ensembles : E = {a;b;d} et F= {1;2} '
Ona: ExF= {(a;l);(a;2);(b;l);(b;2);(d;1);(d;2)}

Notes :

1. Si F=E alors ExF peut étre noté E* ;
2. Si F#E alors ExF#FxE.

Cas de n ensembles
Soit E,, E,, ..., E, nensembles.

L’ensemble des n-uplets (xl;xz;x3;...;xn ) ou x, appartienta E,, x, appartienta E,, ...,

x, appartient 2 E _ est appelé « produit cartésiende E,, E,, ..., E, ».

n

On le note : E XE, xE. X..XE, ou HE,

i=1

Cardinal d’un produit cartésien
Soit E,, E,, ..., E, nensembles finis tels que card E, =N, cardE, =N, , ...,

card E, =N, alors :

cavd By BB, sl ebard HE,. =card B xeard E, 5. xcard B =N 2 N, x.5cN. =HN, =Hcard E,

i=1 i=l =]

17
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D : Application d’un ensemble dans un autre ensemble :

D1 : Définitions et notations :

Soit E et F deux ensembles.
On dit que « /& est une application de E dans F » si elle associe a tout €lément x de E un
unique élément de F qui est appelé « image de x par ["application / » et que I’on notera

h(x).

L’application est notée : h{

E>F

X+ h (x)

L’ensemble E est appelé « ensemble de départ », I’ensemble F « ensemble d’arrivée ».
L’ensemble des couples (x;h(x)) est un sous-ensemble de ExF appel€ « graphe de 4 ».

Exemple d’application (cf le diagramme sagittal ci-dessous) :

a > 1 F
E

b 3

C

d % 2

Dans cet exemple, / associe aux €léments a, b et ¢ de E I’élément 1 de F.
On éerit : h(a)=h(b)=h(c)=1.O0ndit que les éléments a, b et ¢ de E sont les

« antécédents » de 1 par I’application A.
Remarquons que I’élément 2 de F n’admet pas d’antécédent par h.

D2 : Image d’une partie. Image réciproque :

Soit E et F deux ensembles et / une application de E dans F. Soit A une partie de E.
Le sous-ensemble de F constitué des images des ¢léments de A est appelé « image de A
par & » et noté (A).

Reprenons I’exemple ci-dessus. Considérons A, ={a;b}, A, ={a;b;c} et A, ={b;d}.

Ona: h(A,)=h({ab})={1}, h(A,)={1} et h(A;)={1;3}.




Reprenons I’exemple ci-dessus. Considérons B, ={1}, B, ={1;2} et B; ={3}.
Ona: h™ (B;) =h" ({1}) = {a;b;c} , ' (B,) ={a;b;c} et b (B;)=1{d}.

Soit B une partie de F. L’ensemble des antécédents par I’application % des éléments de B
est appelé « image réciproque de B » et est noté 4™ (B).

D3 : Applications injectives, surjectives et bijectives :

Soit E et F deux ensembles et /2 une application de E dans F.
On dit que :
- « h est injective » ou que « £ est une injection » si tout élément de F admet au plus un

antécédent.
- On dit que « & est surjective » ou que « /2 est une surjection » si tout €lément de F

admet au moins un antécédent.
- On dit que « / est bijective » ou que « A est une bijection » si elle est a la fois

injective et surjective.

Note : une application peut n’étre ni injective, ni surjective. L’application ci-dessus en
est un exemple. En effet, puisque 2 n’admet pas d’antécédent, /# n’est pas surjective. Par
ailleurs, 1 admettant trois antécédents, 4 n’est pas injective.

Exemples
Application injective Application surjective
h: R->C i1 R>R*
X=X x>

D4 : Cardinalités d’une application :

En informatique, une application de I’ensemble E dans I’ensemble F sera représentée
comme suit :

E C D :
N

1,1 a,b
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« 1,1 » (deux fois le chiffre 1) désigne les « cardinalités de départ » et signifie que tout
élément de E admet au moins une image (premier 1) et admet au plus une image
(deuxiéme 1). En d’autres termes, tout élément de E admet exactement une et une seule
image (c’est la définition de I’application).

« a,b » désigne les « cardinalités d’arrivée » et signifie que tout élément de F admet au
moins a antécédents et admet au plus b antécédents.

Pour une application injective, ona : b =1 (« au plus un antécédent ») ;
Pour une application surjective, ona : a =1 (« au moins un antécédent ») ;
Pour une application bijective,ona: a=1 et b=1.

D5 : Composition d’applications :

Soit fune application de I’ensemble E dans I’ensemble F et g une application de
’ensemble F dans I’ensemble G.

E->G
ng(f(x))

L application & est notée « go f » (que I’on peut lire « g rond f») et est appelée

Considérons I’application / de E dans G définie comme suit : A

« application composée de fet g ».
Enrésumé : Vxe E, h(x)=(ge f)(x)= g(f(x))

Conclusion :

% | INJECTION (ou application injective) |d'un ensemble E dans un ensemble F.

Soit E et F deux ensembles. Soit f une fonction de E dans F. f est une INJECTION DE E dans F
quand:

*vV xdansE3'ydansF, f(x)=y. ¢ VxdansE VydansF, fx)=f(y)=>x=y.

Ainsi une application de E dans F qui conserve" la distinction" est une injection de E dans F.

Exemple :
Soit la fonction f : x — 2 x + 1 est une injection de IR dans IR. En effet:
*VxdansIR 3!ydansIR, 2x+1 =y.

eVxdansIRVydansIR, 2x+1=2y+1 =>x=y
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&, SURJECTION D'UN ENSEMBLE E SUR UN ENSEMBLE F| (Ou application surjective d'un
ensemble E sur un ensemble F)

Soit E et F deux ensembles. Soit f une fonction de E dans F.

f est une SURJECTION DE E SUR F quand:

* VxdansE 3!y dansF, f(x) =y.

V y dans F 3x dans E, y = f(x).(Existence d'au moins un antécédent pour chaque élément de F.)
Exemple :La fonction f de I'exemple précédent est une surjection de IR sur IR.

En effet :

VxdansIR3!ydansIR, 2x+1=y. VydansIR IxdansIR, y=2x+1. (x=(y-1)/2
convient.)

¢ ’BI]ECTION D' UN ENSEMBLE E SUR UN ENSEMBLE F‘ .

C'est une fonction f a la fois injection et surjection de E sur F.
Cela se traduit par: * VxdansE 3!y dansF, f(x) =y.

e VydansF 3! xdansE, y =f(x). (Existence et unicité d'un antécédent pour chaque élément de
F)

Exemple : La fonction f des exemples précédents est une bijection de IR sur IR.
*V xdansIR3!ydansIR, 2x+1=y.

*VydansIR3!xdansIR, y=2x+1. (x=(y-1) /2 estcetunique antécédent dey)

ILOIS DE MORGAN]|  Soit p, q deux propositions.

NON (p ET q) équivaut a (NON p) OU (NON q)
NON (p OU q) équivaut a (NON p) ET (NON q)

Tableaux de vérité

P q Ip 1g (petq) l(petq)
0 0 1 1 0 1
0 1 1 0 0 1
1 0 0 1 0 1
1 1 0 0 1 0




P q Ip Iq (pouq) | I(pouq)
0 0 1 1 0 1
0 1 1 0 0 1
1 0 0 1 0 1
1 1 0 0 1 0
PROPRIETE. Soit p,q,r des propositions.
p ET (qOUr) équivauta (pETq) OU (pETr)
p OU (qETr) équivauta (pOU q) ET (p OU 1)
Tableaux de vérité
P q r getr pou(qgetr)
0 0 0 0 0
0 0 1 0 0
0 1 0 0 0
0 1 1 1 1
1 0 0 0 1
1 0 1 0 1
1 1 0 0 1
1 1 1 1 1
p q r Pougq Pour (pougq)et(Pour)
0 0 0 0 0 0
0 0 1 0 1 0
0 1 0 1 0 0
0 1 1 1 1 1
1 0 0 1 1 1
1 0 1 1 1 1
1 1 0 1 1 1
1 1 1 1 1 1
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EX.1: correction Compléter chaque tableau en mettant les valeurs de vérité.

a.

2< 7 5-3=8 (2<7)et (5-3=8)

b.

Soit x=3 2x+1<7 | Soit x=3, 5x2-9x-18=8 | Soit x =3 ,2x+1<7 et 5x2-9 x-18 =8

EX.2: correction Soit x dans I'ensemble des réels. Donner la contraposée de chaque affirmation.
a. (x+1)(2x+41)<0 => (x>-1et x<-1/2), ouxunréel.
b. 2x2-9x=0 => (x=1 ou x=2/3), ouxunréel.
Rappel: Lacontraposéede p=>q est |q => |p. (Voir cours)
De plusona: 1(pETq) est | p OU lq
1(pOUq) est |pETIq
EX.3: correction
1. Trouver deux autres écritures de l'affirmation:
2x+3>0=>x+1<0 ouxestdansl'ensemble des réels.
2. Endéduirelesréels xtelsque:2x+3>0 => x+1<0
RAPPEL: p=>q s'écritaussi | p OUq ( Voir cours )

EX.4 : correction Méthode: COMMENT TESTER, a l'aide de la calculatrice, des affirmations,
pour en connaitre la valeur de vérité? ¢ TI 84

Ecrire d'abord a l'écran l'affirmation mathématique.
allaidede MATH TEST pour avoir = # > > < <
alaidede 2 MATH LOGIC pour

ET remplacé par and




OU remplacé par or
NON remplacé par not(

ENTER

Apparait soit1 sil'affirmation est vraie.

soit 0 sil'affirmation est fausse

APPLICATION : TESTER avec la calculatrice

chaque affirmation du tableau en mettant la valeur de vérité:
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Ine?=2

2<-3 =>7<4 cad NON(2<-3)ou (7<4)

e-3 # 0

EX.5: correction

Soit x dans 'ensemble des réels.

Traduire I1x-11<3 alaide d'un connecteur.

EX.6: correction Mettre les valeurs de vérité:

Traduire I x - 21> 1a l'aide d'un connecteur.

X=2

X=1/3 X=-6

X2 > x

(1/x)<x

X>-X

EX.7 : correction Résoudre dansl'ensemble des réels, x2=4 => x=2.

EX.8 : correction Mettre les valeurs de vérité

Ine=1 In(1/2)>0 (Ine=1)OU (In(1/2)>0
(1/2)=2-1 In(1/2)=-In2 1/2)=2-1ETIn(1/2)=-In2

2<-5 7< 14 (2 <-5) =>(7<14)

2<3 8§<4 (2<3)<=>(8<4)
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EX.1: correction Soit la fonction f: x = x2-3 x +1

1. Quels sont les antécédents de 1 par £ ?

2. f est -elle une injection de IR dans IR ?

3. Développer (x-(3/2))2-5/ 4.

4. -2 admet-il un antécédent par f dans IR ?

5 . f est-elle une surjection de IR sur IR ?

EX.2: correction Soit les ensemblesE={a,b,c,d,e}etF={1;2;3;4;5}
1. Citer une bijection de E sur F.

2. Combien d'applications de E dans F y a-t-il ?

3. Combien d’injections de E dans F y a-t-il

EX.3: correction Donner la négation de l'affirmation suivante:
Pour toutréela,a’=4 => (a=2oua=-2)

EX.4 : correction Montrer que:

Pour tout entier naturel non nul n,

1+ ... +tn=n(n+1))/2 =>1+..... +(n+l)=((n+1)(n+2))/2
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correction
* Qu'est-ce qu'une proposition?
* Soitx dansIR. (2x%2-5x+4>0) et (ex*! <0) est-elle une proposition vraie?
* Soit x un élément de IR. Exprimer la négationde: 3 x +1<4.
* ]l existe un entier a tel que 2 a + 1 soit pair.
* Une fonction f , définie sur l'intervalle I, y est toujours croissante ou toujours décroissante.
*Soit deux réels a et b. Donner la contraposée de:a<b =>a2<b2.
* Résoudre dans IR:(2x-3)(3-5x)=0.
* Résoudre dans IR: (2x-3)(3-5x) <0.

A l'aide d'un tableau de vérité comparer les propositions: (NON p) OU q ,NON (p OU q).

Ip (Ip)ouq pougq lpouq)

— = lolo|ld
— O |Oa

Conclure: .

* A-t-on pour tout entier n1'inégalité n>-n+12=07?

* Exprimer la négation de:

* Pour tout réel y il existe au moins un réel x tel que2x +3 =vy.
* Si x est le carré d'un nombre alors x est positif ou nul.

* Pour tout réel x il existe un entier relatif n tel que n<x<n+1.
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SUJET 2 correctior

..*Donner une proposition ainsi que sa négation:
*Soit x dans IR. Résoudre (2x+3<0oux+120).
*Soit x dans IR. Résoudre2x+320=>x+120
e Résoudre dansIR,3 x2-7x+4<0.

* Résoudre dans IR, (4-5x)(2x+3)<0.

+ —
*Donner la négation de : FYERT Ixe R |x=p

Cette proposition est-elle vraie? Justifier.

*Donner le sens de variation de la fonction f : x — x* +3x3+ 1.

* Soit p et q deux propositions. Donner une proposition équivalentea: pet(pouq)e p et( petq)
*Soit deux réels x ety .

* Traduire (2x-5y=3et-4x+6=-10y)

[ 2x-5p=73
Résoudre dans [R2 ;1= 4+ 6=-10y

*Résoudre dansIR: 2x+1>0=>2-x<0.

* Soit a et b deux réels.

*Traduire avec un connecteur (a,b)#(0,-1).
* Traduire avec un connecteur a x b =0.

*Compléter le tableau de vérité. ( LOIS de MORGAN )

lp|lq| pouq |l(pouq | (Ip)et(lq) | petq | I(petq) | (Ip)ou(lq)

el el l= =) "]
—o|l~|lolka

A-t-on Non (pouq) logiquement équivalent a (Non p) et (Non q) ?

A-t-on Non (p et q) logiquement équivalent a (Non p) ou (Non q) ?




*Donner la négation de la proposition: x + 3 <0=>5-2x20.

(On pourra utiliser ce qui précede.)

* Soit la phrase" Pour tout réel x il existe un entier relatif n
telquen<xetx<n+1"

*Traduire de fagon symbolique cette phrase

* Donner sa négation:

* Soit x dans l'intervalle] 0, +oo [ .Compléter le tableau:

2x+1>0 x+3<0

2x+1>0=>x+3<0

* Donner la négation de la proposition:

¥ aelN JbeR, a<2b

* Résoudre dans IR I'inégalité suivante (2 x +1) (x + 1) <0.
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Correction EXERCICES Partie A

1. EX. Compléter chaque tableau en mettant les valeurs de vérité.

a.
2<7 5-3=8 (2<7) et (5-3=8)
1 0 0
b.
Soit x=3 Soit x=3, Soit x =3,
Ox+1<7 5x2-9x-18= 8 Ox+1<7 et 5x%-9 x-18 = 8
0 0 0
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2. EX. Soit x dans I'ensemble des réels. Donner la contraposée de chaque affirmation.
a.(x+1) (2x+1)<0 => (x>-1 ET x<-1/2), ouxunréel.

Cela équivaut a: NON(x>-1ETx<-1 /2)=>NON (x +1)(2x +1) <0

C-a-d. (x<-10U x2-1/2)=>(x+1)2x+1)=0

b2x2-9x=0=> (x=10Ux=2/3),ouxunréel.

Cela équivaut a: NON (x=10Ux=2/3)=>NON 2x?>-9x=0)

C-a-d. x#1ETx#2/3)=> 2x2-9x#0

3. EX.

1. Trouver deux autres écritures de l'affirmation:

2x+3>0 => x+1<0, ot x est dans I'ensemble des réels.

2x+3<0 OU x+1<0 maisencore x+1=20 => 2x+3<0

2. En déduire les réels x telsque:2x+3 >0 => x+1<0.

C-a-d.x<-3/2 OU x<-1 Tous les réels inférieurs strictement a - 1 conviennent.

4. EX. INFORMATION: Comment tester , a I'aide de la calculatrice, des affirmations, pour en
connaitre la valeur de vérité?

+T084
Ecrire d'abord a l'écran l'affirmation mathématique.
Alaidede MATH TEST pouravoir = # > 2= < <
A laide de 2nd MATH LOGIC pour
ET remplacé par and
Oou remplacé par or
NON remplacé par not (
ENTER Apparait soit 1 sil'affirmation est vraie.
Soit 0 sil'affirmation est fausse

APPLICATION :TESTER avec la calculatrice chaque affirmation du tableau en mettant la valeur
de vérité:
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Ine2=2 . j
2<-3 =>7<4 cad NON(2<-3)ou |  .ooiiiiiiiiiiinin. 1......
(7 <4 )
e-3 F 0 1.........
5. EX. Soit x dans 1'ensemble des réels.
Traduire Ix -11 <3 al'aide d'un connecteur 2<x et x <4
Traduire Ix -21 >1 al'aide d'un connecteur. X <1 ou x>3
6. EX. Mettre les valeurs de vérité:
X=2 X=1/3 X=-6
X2> x 1 0 1
(1/x)<x 1 0 0
X>-X 1 1 0

7.EX . Résoudre dans l'ensemble des réels, x2=4 =>x=2. C.-a-d. x#40U x=2

C-a-d. (x#2ET x#-2) OU x =2
C-a-d. (x#20Ux=2) ET (x#-20Ux=2)
C.-a-d. seulement (x # - 2 OU x= 2)

Tous les réels autres que -2 conviennent.

Ine=1 In(1/2)>0 (Ine=1)OU (In(1/2)>0
1 0 1
1/2)=2-1 In(1/2)=-In 2 1/2)=21etln(1/2)=-In
2
1 1 1
2<-5 7<14 (2<-5)=>(7<14)
0 1 1
2<3 8§<4 (2<3)<=>(8<4)
1 0 0

8. . Mettre les valeurs de vérité
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EX.1 . Considérons pour cela f( x) =1.
C-a-d. x2-3x+1=1
C-ad. x2-3x=0 <c-ad. x(x-3)=0
C-asd. x=0 ou x=3

Conclusion: 1 admet deux antécédents par f qui sont 0 et 3.

2. Non. f ne peut pas étre une injection.

Contre exemple 0#3 Orf(0)=£f(3) =1 fne conserve pas la distinction.
3. Développons (x-3/2)2-5/4.
(x-3/2)2-5/4=x2-2%x(3/2)x+(3/2)*5/4
c-a-d. (x-3/2)2-5/4=x2-3x+9/4 - 5/4
Conclusion: (x-3/2)2-5/4 = x2-3x+1
4. Regardons si f(x) = -2 admet une solution.
Considérons (x-3/2)2-5/4=-2
C.-a-d. (x-3/2)2-5/4 +8/4=0
C-a-d. (x-3/2)2+3/4=0
C'est impossible car (x-3/2)2+3/4>=3/4
Conclusion : -2 n'admet aucun antécédent par f.
4. NON. f n'est pas une surjection de IR sur IR.

-2 par exemple n'admet aucun antécédent par f.

EX .2 1. Citons une bijection de E sur F.

Soit I'application de E dans F définie par:

f(a)=1 f(b)=2 f(c)=3 f(d)=4 f(e)=5
Tout élément de F admet un unique antécédent par f dans E .

L'antécédent de 1 est a.
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L'antécédent de 2 est b.

L'antécédent de 5 est e. Conclusion: On a bien donné une bijection de E sur F.

2. Dénombrons les applications de E sur F

Schema: IS5I51I5I5151

Il y a cinq images possibles pour a, cinq images possibles pourb, etc.....,

Cinq images possibles pour e. D'aprés le " principe multiplicatif "ilya 5x5x5 x5 x5=55
applications de E dans F. Conclusion: Il y a 3125 aplication de E dans F.

3. Dénombrons les injections de E dans F.

Schema: 15141312111 Comme il a conservation de la distinction :Il y a cinq images
possibles pour a. Il n'y a plus ensuite que quatre images possibles pour b.

Il n'y a plus alors que trois images possibles pour c.

Puis il n'y a plus que deux images possibles pour d

Enfin il n'y a plus qu'une image possible pour e.

D'apres le " principe multiplicatif "ilya 5 x4 x 3 x 2 x1 =5! Injections de E dans F.

Conclusion: 120 injections sont possibles de E dans F

EX.31l existe au moins unréela, a2=4 et NON (a=2oua=-2)

Conclusion: La négation est:

Il existe au moins unréela,a2=4 et a#2 et a#-2.

On a utilisé le fait que la négation de p => q, est la négation de NON(p) ou q,

C.-a-d. p ET NON(q).

EX.4Ona:1+.... +n = n(n+1))/2 Donc en ajoutant n +1 a chaque membre il vient:
1+.... +n+(n+l)=n(n+1))/2+(n+1)

Donc1 +............ +(n+1)=1+..... +n+(ntl)=n(n+1))/2+(n+1)

1+ e +(m+1)=(m@n+1)+2n+1))/2

Puis par factorisationden+1ona:
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1+ +(m+1)=(n+1) (n+2)/2

Conclusion : L'implication est avérée.

* Qu'est-ce qu'une proposition? Enoncé mathématique qui est sans hésitation soit vrai soit
faux.

* Soit xdans IR. (2x2-5x+4>0) ET (ex*! <0) est -elle une proposition vraie? NON.

ex*1 < est fausse.

* Soit x un élément de IR. Exprimer la négationde: 3x+1<4 C'est 3x+1>4

* Il existe un entier a tel que 2 a + 1 soit pair. Pour toutréel a, 2a + 1 est impair

* Une fonction f, définie sur l'intervalle I, y est toujours croissante ou toujours décroissante.

Une fonction f, définie sur l'intervalle I, n'y est pas toujours croissante ou toujours
décroissante.

* Soit deux réels a et b. Donner la contraposée de:a< b => a2<b2 a?>b? =>a>b

* Résoudre dans IR: (2x-3) (3-5x) =0. C.-a-d.-10(x-3/2) (x-3/5)=0. Swr={3/2;3/5}
* Résoudre dans IR: (2x-3) (3-5x) <0. c.-a-d. -10(x-3/2)(x-3/5)<0.

C-a-d. x< 3/5 oux>3/2 (On peut aussi faire un tableau) (Reégle des signes.)

* A l'aide d'un tableau de vérité comparer les propositions:( NON p) OU q, NON (p OU q).

P q Ip (Ip)ougq poug l(p oug)
0 0 1 1 0 1
0 1 1 1 1 0
1 0 0 0 1 0
1 1 1 1 1 0

Conclure: Elles ne sont pas équivalentes.

A-t-on pour tout entier n I'inégalité n?-n+120? OUI
A=b2-4ac=-3 A<0 Donc n?-n+1 esttoujours dusigne de a
Or a=1 Donc n?2-n +1 esttoujours du signe positif.

* Exprimer la négation de:

* Pour tout réel y il existe au moins un réel x tel que2x +3 =y.

Il existe au moins un réel y tel que pour toutréel x, 2x+3# y.
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* Si x est le carré d'un nombre alors x est positif ou nul.

p =>q équivauta (NON p) OU q.

Ainsilanégationdep=>q estt (p et (NON q)).

On obtient pour le résultat cherché:

x est le carré d'un nombre ET x n’est pas positif ou nul.

* Pour tout réel x il existe un entier relatif ntel que n<x<n+1.
Comme n<x<n+1s'écrit(n<x ET x<n+1)lanégation cherchée est:

Il existe au moins un réels x tel que pour tout entier relatif nonaitx<nOU x2n+1

..*Donner une proposition ainsi que sa négation: 47> -5  Sa négation est: 47 <-5
*Soit x dans IR. Résoudre (2x+3<0oux+120).

C.-a-d. x<-3/2oux2-1

Conclusion: Sir =] - o, -3/2[U[-1,+ ]

* Soit x dans IR. Résoudre 2x+320 => x+120.

C-a-d.x2-3/2 => x2-1
C.-a-d. x <-1ou x <-3/2(contraposée)
Conclusion: Sig =]- o,-1]

* Résoudre dans IR, 3 x2-7x +4<0.
3-7+4=0.Lasomme des coefficients est nulle.
Donc : 1 est une racine évidente de 3 x2-7x +4 = 0.
L'autre racine est donc le produit des racinesc-a-d c¢/a=4/3
a=3Donc a>0. Nous voulons que 3 x2 - 7x + 4 soit du signe de - a ..
Donc nous devons prendre x entre les racines ( en les acceptant comme 1'inégalité est large. )

Conclusion: Sir =]14/3;1][

* Résoudre dans IR, (4-5x) (2X + 3) S 0.cevceerrurrnesencsercansnsncs

c-a-d.-5( x-4/5 ) 2(x+3/2)<0.




c-a-d. (x-4/5)(x+3/2)20en divisant par - 10.
4/5et-3/2sontlesracinesde (x-4/5)(x+3/2)=0
a=1Donca>0.

Nous voulons que (x-4/5) (x + 3/2)soit du signe de a.
Nous devons prendre x a I'extérieur des racines.
Conclusion: Sir =]- ©,-3/2]U[4/5,+x]

+ —
*Donner la négation de:TPEE xR, [x=p

Fpe® WiekR, 22y

Cette proposition est-elle vraie? Justifier. OUIL x =y convient
*Donner le sens de variation de la fonctionf: x —» x* +3x3+1.

f est définie et dérivable dans IR.

f:x—>4x3+9x2

Donc f ": x — (4 x +9) x2

f' (x) est du signe de 4 x+ 9.

f'(x)=0 ssi x=0 ou x=-9/4

Conclusion : f est décroissante sur |- «©,-9/4]

f est croissante sur [-9/4, + o |

* Soit p et q deux propositions. Donner une proposition équivalente a:

epet(pouq)p c-a-d. (petp)ou(petq)
C.-a-d.pou(petq)

« P et{Peld) NonP c.-a-d. Non pet (Nonp ou Nonq)
*Soit deux réels x ety .

Traduire ( 2x-5y=3et-4x+6=-10y)

dx-5p=73

On a le systéme: [" drto=-10p

* Résoudre dans IR?: Ly«—(-1/2)L2 Omna:
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2x-5y=3 L1
2x-3=5y L2

Les deux équations sont les mémes. Conclusion: Sir: ={(x,y) dans IR/ 2x-5y =3}

*Résoudre dans IR:2x+1>0=>2-x<0.
C-a-d.x>-1/2=>x>2

C-a-d. x<-1/2 ou x>2
S=]-0,-1/2]U]2,+x]

* Soit a et b deux réels.

* *Traduire avec un connecteur (a,b)#(0,-1).
a#0oub#-1

Traduire avec un connecteuraxb=0. a=0oub=0

*Compléter le tableau de vérité. (LOIS de MORGAN)

p| qa |lp| Iq | pou |[(pou | (Ip)et(]l | petq | T(pet | (Ip)ou(l
a |9 q9) q) q)
0olo0 | 1] 1 0 1 1 0 1 1
011 o 1 0 0 0 1 1
1000 1 1 0 0 0 1 1
110 o 1 0 0 1 0 0

A-t-on Non (p ou q) logiquement équivalent a (Non p) et (Non q) ? OUL............
A-t-on Non (p et q) logiquement équivalent a (Non p) ou (Non q) ? OUL............

*Donner la négation de la proposition: x +3<0=>5-2x20.

(On pourra utiliser ce qui précede.)

Ona:Non(x+3<0)ou 5-2x2=0

La négation est donc:x+ 3 <0 et Non (5-2x 20)

C-a-d.x<-3 et 5-2x<0

C.-a-d.x<-3 etx>5/2

x<-3 etx>5/2

* Soit la phrase" Pour tout réel x il existe un entier relatif ntel quen<x etx<n+1"




Traduire de facon symbolique cette phrase.

VxelR duned . n < x < n+l

* * Donner sa négation:

dxelR, ¥rned n=x oux =n+l

* Soit x dans l'intervalle] 0, +oo [ .Compléter le tableau:

2x+1>0 x+ 3<0 2x+1>0=>x+3<0

1 0 0

* Donner la négation de la proposition:

Voasl JbelR, a<2b

JdaeM ,¥heR a =25

La négation est :
* Résoudre dans IR I'inégalité suivante (2x+1) (x+1) <0
(2x +1) (x +1) est une forme factorisée d'un trinéme du second degré qui s'annule

quand x=-1/2 ou x=-1 Avecun tableau de signe on a:

S=1-1,-1/2]




